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ABSTRACT

An edge-magic total (EMT) labeling on a graph G(V,E) with the vertex
set V and the edge set E, where [V| = p and |E| = q, is a bijective function A:
VUE -{1, 2,3, .., p+ q} with the property that for each edge (xy) of G, A(x)
+ Axy) + A(y) = k, for a fixed positive integer k. The labeling 2 is called a
super edge magic total (SEMT) if it has the property that for each vertex
obtain the smallest label, A(V) = {1, 2, ..., p}. A graph G(V,E) is called EMT
(SEMT) if there exists an EMT (SEMT) labeling on G. Study on SEMT
labeling for the union of stars and paths initiated by Figueroa-Centeno et al.
[2] with graph form S, . UP,. Furthermore, an investigation will be
conducted on SEMT labeling of double stars and path, that are 2P, U

S%‘l‘l, %_1; 2P, USn+3 n3; P, U 25%_'_1’ %_1 and P, U2Sn+3 n-3. We

2’ 2 2’ 2
obtain that the graphs presented above are SEMT with the magic constants k

15 15045 15 15047 .
===+ 1,——, ==+ 2,and ——, respectively.

2 2
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ABSTRAK

Pelabelan total-sisi ajaib (TSA) pada graf G(V,E) dengan himpunan
titik V(G), notasi singkat V, dan himpunan sisi E(G), notasi singkat E, dengan
|V| = p dan |E| = q adalah pemetaan bijektif A: VU E —{1,2,3, ...,p + q}
yang mempunyai sifat bahwa untuk setiap sisi (xy) di G berlaku, 1(x) + 1(xy)
+ A(y) =k, untuk suatu bilangan bulat positif k. Pelabelan A dikatakan total sisi
ajaib super (TSAS) jika mempunyai sifat bahwa setiap titik memperoleh label
terkecil, A(V) = {1,2,....,p}. Sebuah graf G(V,E) dikatakan TSA (TSAS) jika
terdapat pelabelan TSA (TSAS) pada graf tersebut. Studi tentang pelabelan
TSAS untuk gabungan graf bintang dan lintasan di awali oleh Figueroa-
Centeno et al. [2] dengan bentuk graf S,, . 1 U P,. Selanjutnya, akan dilakukan
investigasi pelabelan TSAS pada gabungan graf bintang ganda dan lintasan,

yaitu 2P, U S§+1, z 2P, U Snzﬁ, 112;3 P, UZS’Z—‘+1, o dan

_1! _11
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P, U2Sn+3 »-3. Hasil yang diperoleh adalah semua graf tersebut di atas

2 2
merupakan TSAS dengan masing-masing memiliki konstanta ajaib k =

15n 15n+5 15n 15n+7
T+ 1, > ’T+ 2,danT.

Kata Kunci : Bintang Ganda, Lintasan, TSA, TSAS.

I. PENDAHULUAN

Pelabelan graf pertama kali
diperkenalkan oleh Sedlacek [5] dan
Stewart [6]. Pelabelan graf merupakan
suatu topik dalam teori graf yang saat ini
mendapat banyak perhatian  karena
memiliki  aplikasi dalam  kriptografi.
Pelabelan merupakan fungsi atau pemetaan
dari unsur-unsur pada suatu graf yang
berupa titik, sisi, atau titik dan sisi ke
bilangan bulat positif. Pada prinsipnya,
pelabelan graf merupakan pemberian nilai
(label) pada titik, sisi, atau titik dan sisi.
Pelabelan yang sering digunakan yaitu
pelabelan titik, pelabelan sisi, dan
palabelan total (titik dan sisi). Selanjutnya
suatu  pelabelan  dikatakan  sebagai
pelabelan ajaib jika ada fungsi bijektif dari
unsur-unsur pada graf yang berupa titik,
sisi, atau titik dan sisi sehingga dapat
menghasilkan suatu konstanta k yang
disebut dengan nilai ajaib (magic value).
Pelabelan ajaib yang ada diantaranya
pelabelan total sisi-ajaib, pelabelan total

sisi-ajaib super, pelabelan total titik-ajaib,

dan pelabelan total titik ajaib super.
Sedangkan  untuk  pelabelan  yang
berhubungan dengan magic value pertama
kali diperkenalkan oleh Kotzig dan Rosa
[4]. Sejak saat itu hingga kini penelitian
mengenai pelabelan sisi ajaib (edge magic
labeling) masih hangat untuk diteliti.
Penelitian mengenai pelabelan
ajaib pada graf terus berkembang, yang
kemudian Enomoto et al. [1] mengkaji dan
memperkenalkan istilah pelabelan total sisi
ajaib super (TSAS). Pada paper Enomoto
et al. [1] tersebut dipaparkan dugaan
bahwa semua graf pohon adalah TSAS.
Dugaan ini belum terjawab kebenarannya
hingga sekarang dan merupakan motivasi
terbesar bagi ilmuwan di bidang teori graf
untuk menjawab dugaan tersebut. Dugaan
ini berusaha dijawab oleh Sudarsana et al.
[8], namun masih berupa hasil yang
parsial. Pada penelitian ini, akan dikaji
pelabelan TSAS pada gabungan graf
bintang ganda dan lintasan. Walaupun
penelitian ini tidak berkaitan langsung
dengan dugaan tersebut tetapi memiliki

nilai originalitas karena belum ada yang
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mengerjakannya. Ini di dasari atas hasil
survey dalam Gallian [3], bahwa gabungan
graf bintang ganda dan lintasan masih

menjadi masalah terbuka.

Il. HASIL TERDAHULU

Sebelum disajikan hasil penelitian
ini, terlebih dahulu diberikan teorema-
teorema penting yang telah ditemukan
sebelumnya yang akan digunakan untuk
membuktikan hasil baru dalam penelitian

ini. Teorema-teorema tersebut adalah:

Teorema 2.1. Misalkan A adalah pelabelan
TSA pada graf G(V,E) dengan banyak titik
adalah p dan banyak sisi adalah q.
Pelabelan dual A" dari A didefinisikan
sebagai berikut:
Nw)=M— Av;), Vv; €V, dan
ANX)=M— A(X), VXEE

dimana M=p+q+1. Jika A adalah
pelabelan TSA dengan konstanta ajaib Kk,
maka pelabelan A" adalah juga TSA dengan
konstanta ajaib k' = 3M — k.

Pelabelan A’ pada teorema diatas
dikatakan pelabelan dual dari A pada G
dengan k' = 3M — k (Wallis et al. [9]).

Teorema 2.2. Misalkan G(V,E) adalah graf
yang memuat p titik dan g sisi adalah
TSAS. Jika A adalah pelabelan TSAS dari

ISSN: 2338-0950

G(V,E) dengan konstanta ajaib k dan
pelabelan A’ di definisikan seperti berikut:
Nw)=p+1-
AMv;), Vv; €V, dan
N(x)=2p+q+
1-A(X), VX €EE,
maka A’ adalah pelabelan TSAS dengan
konstanta ajaib k' =4p + q + 3 — k.
Pelabelan A" pada Teorema 2.2.
diatas dikatakan pelabelan dual super dari
A pada G dengan k' =4p + g + 3 — k
(Sudarsana et al. [7]).

I11. HASIL DAN PEMBAHASAN
Berikut adalah hasil-hasil baru

yang diperoleh dalam penelitian ini. Hasil-

hasil baru tersebut tersaji dalam sub-sub

bahasan berikut.
3.1. Graf2P, U S;_I_ 1, %1

Pada bagian ini, akan dibahas
pelabelan TSAS pada graf 2P, U

S%+ 1L untuk n > 4 genap. Notasi titik

dan sisi pada graf 2P, U
S%+ 1 nTldisajikan pada Gambar 1
berikut.
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Gambar 1: Penotasian titik dan sisi pada graf 2P, U
Sn

n
TH1 51

Berdasarkan Gambar 1 di atas, dapat
dinotasikan himpunan titik dan sisi graf

2P, U S§+1, g sebagai berikut :

V(2P, U Srz_!+1 %_1) ={v; 1] <3,

1<i<n}
E(2P, U Smyq n_4)= {ei,j 1<) <3, 1<
2 2
i <n-1} dimana
€1 =Vi1Viz1,1, 1Sisn-1

€i2 =Vi2Vit1,2, 1<i<n-1

Vi3VLyag 1<i S%+ 1
€3 =
VL 13VikL3) S+2<isn-1
. (1)
Pelabelan TSAS untuk graf 2P, U
Sg+1, nTldengan n > 4 genap disajikan

dalam teorema berikut.

ISSN: 2338-0950

Teorema 3.1.1. Graf 2P, U
S% b1 nTladaIah TSAS

dengan k = 157" + 1, untuk n
> 4 genap.
Bukti:
Pandang notasi titik dan sisi pada

graf 2P, U S§+1, nTldaIam persamaan

(1). Berikan label pada titik dan sisinya

dengan cara berikut:

rE 4 j=11<i<n—1:iganjil

=22 —1,i=1,1<i=n;igenap

b (v;,) =< F 42, =2 1< < n—1:i ganjil

ww{:l 1= i < n:igenap

N3i— 27=3.1=i<n
ren—3i j=1l.1=i=n-1

"~(ea,}')=‘< bn-3i— 2 j=21<i<n-1

6n-3i— 1 j=3.1=izn—1

Dengan label tersebut diperoleh:

My )t e )t h(vy ), 1=/ 1=i=n-1

=< M)+ Megs) TR (vng,), l=igs+L

; ; ; n :
r.(y%+j’3)+ Me ) A (vi412). 7t 2=izn—1

L N P R GO L |
f Fy i et 4
ol 3o 2+ 3-n+3;(:'+1)= EL

2 2 e ]

3i- 246n-3i-1+3(E+2)-2= 2241

\3C+1)-2+ 6n-3i-1+3¢+1)-2= 2"

-

+1
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Dengan demikian, graf 2P, U
S%+ L %_ladalah TSAS dengan k = 157n+
1, untuk n > 4 genap.

Menggunakan Teorema 2.1. dan

Teorema 2.2., diperoleh akibat berikut :

Akibat 3.1.1. Graf 2P, U
Se_, n_,adalah TSA dengan
2 72
k' = 217’1—7, untuk n > 4
genap.
Akibat 3.1.2. Graf 2P, U
Sn_, n_,adalah TSAS
2 72

dengan k' = 157” — 1, untuk n >
4 genap.
3.2. Graf2P, U Sni3 n-3
2’ 2

Pada bagian ini, akan dibahas

pelabelan TSAS pada graf 2P, U Sn+s n-s
27 2

untuk n = 5 ganjil. Penotasian titik dan sisi

pada graf 2P, U Sx+s n»-3disajikan dalam
2’ 2

Gambar 2 berikut :

ISSN: 2338-0950

Vi Vfl vfl Vfl Vg Vg Vfl vﬁl Vfl Vfl Vit v%l Wt
58] €31 ZEh

[ €1 ™ 51 e ™ B B ey ey 1]

V72

Vo o Voo Vi W Voo Vg Vao o Voo o Vg Voo Vi sz
5H) €32 ™ By By M\ gy e €92 ™ gy €12

€2 €11

Gambar 2: Penotasian titik dan sisi pada graf 2P, U

Snt3 n-3
27’ 2

Berdasarkan gambar di atas, dapat
dinotasikan himpunan titik dan sisi graf

2P, U Sn+3 n-3 sebagai berikut :
27 2

V(ZPn V) Sﬁ n—
2

w

)={v;; 1= <3, 1<i
}

27 2

IA
S

<n-1} dimana
€1 =ViqViye 1515 0-1

€2 =Vl 15i50-1

+3
1gic™

Ttz |,
ULEWT+L3W 2

n+3 .
v?!‘I'Engl'_I_Lg:T-l- 1 d“_: 1 d“_: H- l

e

]
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Pelabelan TSAS untuk graf 2P, U

Sn+3 n-3 dengan n > 5 ganjil disajikan
27 2

dalam teorema berikut.

Teorema 3.2.1. Graf 2P, U Sn+3 n-3
27 2

adalah TSAS dengan k =
15n+5

, untuk n > 5 ganjil.

Bukti:
Pandang notasi titik dan sisi pada

graf 2P, U Sn+3 n-3 dalam persamaan (2).
27 2

Berikan label pada titik dan sisinya dengan

cara .
3-1 , : .
s + 1, 7=1.1=i < n:iganjil
w{w{=l=l£f£ n-1: 1 genap
A(”s,}') :< E +2, 7=2.1=i < n;iganji

ﬁ + 1, j=2.1=i < n-I;igenap

N3i— 2, =3 1=i<n
ren—3i ;=1 1=i=<n-1

he ;)= < 6n=31—2 j=21<i=n-1

L6n-3i—1 j=3,1<i<n-1

Dengan label tersebut diperoleh :

ISSN: 2338-0950

A )+ Me )+ Ay ), 1=j=2,1=i<n-1

- +3
F=\ AW+ Me) +A@ns, ), 1< 5«%“7?

Avntz )+ A(g 3) + A (Vy4q,3): ﬂzﬁ+1£g£n‘—1
—

3i-1 ., 3n+3(i+1)+1 _ 15n+45
— 4+ 1+6n-3i+ — T = —
ra 2 2

3i—-1 i In+ 30+ 1+ 1 15n+5
T+ 2+6n-3iops MBIl o 2R

15n+5
3i- 2+6n-3i- 14322+ 1)-2=

15n+5
. 3 -2+6n-3i—1+3(i+1)-2=

Dengan demikian, graf 2P, U

Sn+3 n-3 adalah TSAS dengan k = 15121+5,
2

2

untuk n =5 ganyjil.

Menggunakan Teorema 2.1. dan
Teorema 2.2., diperoleh akibat berikut :
Akibat 3.2.1. Graf 2P, U Snzﬁ‘ n—3 adalah

2

21n-17

TSA dengan k' = ,untuk n > 5

ganjil.
Akibat 3.2.2. Graf 2P, U Sx+3 »-3 adalah
=

2

TSAS dengan k'= 22—>

, untuk n > 5
ganjil.

3.3. GrafP, U 2S» n
n 7+l 5-1

Pada bagian ini, akan dibahas
pelabelan TSAS pada graf P, U

25n, . n_, untuk n = 4 genap. Gambar 2
2 2

memperlihatkan penotasian titik dan sisi

padagraf P, U2S» , n_ .
S+,

Pelabelan Total Sisi Ajaib Super (TSAS) Pada Gabungan Graf Bintang Ganda dan Lintasan
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- n
VgVt o IS TS24 1
€1~
249
vn“lvl“l;—i—uigin—l
- n
ViaUn 5. 1£5£§+1
€27
Tir2<i< 1
VR aVisre; T2 SIS
€i3 = Vi3Vit+1,3, 1<i<n-1............ 3)

Pelabelan TSAS untuk graf P, U

25» _, n_, dengann = 4 genap disajikan
2 T2

Vg Vos o Ve Vg sz Va3 Vg Ve Vag o Vg Vg

4"@3 dalam teorema berikut.
B3 ey B3 iy M Bsy M B3 g N B Y Ea3 ey [

Teorema 3.3.1. Graf P, U 25» |, »n_,
2

T2
Gambar 3: Penotasian titik dan sisi pada graf P, U adalah TSAS dengan k =
25n 4, -1
15711 + 2, untuk n > 4 genap.
Berdasarkan gambar di atas, dapat )
Bukti:

dinotasikan himpunan titik dan sisi dari

o Pandang notasi titik dan sisi pada

graf P, U2S»  , n _, sebagai berikut :
2 2

dalam persamaan

graf 2P, U S%Jr 121
(3). Berikan label pada titik dan sisinya

V(Pn UZSQ_I_L 1_1)
2 2 dengan cara:

={v;; [1<j<3,1<i<n}

E(PnUzS%H,%_J F3i—2,j=11<i<n
={e;; |1<j<3,1<i<n-1} dimana 3i- 1 j=21sisn
A (i) :<
= +2,j=3,1<i <n-1;i ganjil
&3’1;31', j=3,1<i<n;igenap

Pelabelan Total Sisi Ajaib Super (TSAS) Pada Gabungan Graf Bintang Ganda dan Lintasan
(Sudarsana et al.)
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6n—3i, j=1,1<i<n-1
Ale;j)= < 6n-3i—2 j=21<i<n-1
6n-3i—1, j=3,1<i<n-1

Dengan label tersebut di atas diperoleh :

(@) *+ Ae) +A (), 1< <z+ 1
?\(v%+1'1)+ A(ei‘1)+}\(vi+1,1),§ +2<i<n-1
k=<

A(@iz) + Aeiz) +A(vn ) 1< <z + 1

Ae 1))+ A€ +A(ia10) 5 + 2<i<n—1
41,

NA @)+ M) ¥ A (i), J=3,1<i<n-1
: 3 _isn
/3i— 2+6n-3i +3(E+2)’2_ . +2

3(L+1)—2+6n-3i+3(+1) 2= +2

k= < 3i— 1+6n-3i-2+3(2+2)-1=2" 42

AL+1)—1+6n-3i-243(+1) 1= 42

3n+ 32(i+1) _15n +2

U3t b2een-3io1+ >

-

Dengan demikian,

25», , n»_,adalah TSAS dengan k
2 2

graf P,

=2 +2, untuk n > 4 genap. Selanjutnya,

dengan menggunakan Teorema 2.1. dan
Teorema 2.2. diperoleh akibat berikut:
Akibat 3.3.1. Graf P, U

25» , n»_, adalah TSA
2 2

dengan k' = 21711_ 8, untuk n

> 4 genap.

ISSN: 2338-0950

Akibat 3.3.2.

25n
>+

Graf P,

n _, adalah

1,2

U

TSAS

dengan k' = 157" — 2, untuk n >

4 genap.

3.4. Graf P, U 2Sn+s3

n-3
2’ 2

Pada bagian ini, akan

pelabelan TSAS pada graf P, U 2Sn+s3

2

untuk n > 5 ganjil. Gambar

dibahas

n—-3
2

4

menampilkan penotasian titik dan sisi dari

graf P, U 2Sn+3 n-3.
27 2

Vg Vs Ve Ve Vs Vs v Ve Ve gy Vg Vi Vo3

Bg3 ™ 3 ey ey

Gambar 4: Penotasian titik dan sisi pada graf P, U

25n43 n-3
2’ 2

Pelabelan Total Sisi Ajaib Super (TSAS) Pada Gabungan Graf Bintang Ganda dan Lintasan

(Sudarsana et al.)
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Berdasarkan gambar di atas, dapat Berikan label pada titik dan sisinya dengan
dinotasikan himpunan titik dan sisi graf cara :
P, U 2S»+3 n-3 sebagai berikut : 3i—2,j=1,1<i<n
27 2
V(P, U 2Sns3 n3) = {v;; [1<j<3,1<i<n} 3i—1,j=2,1<i<n
27’ 2
E(P, U2Su+3 n-3)={e;; |1<j<3,1<i<n-1}, _
=Y Awi) =4
dimana : 2= 42, j=3,1<i < n; i ganjil
. n+3
1 Un <ji<— .
vl'lv%sﬂ'l’ lsi=s= ZEEL 41, j=8,1<i<n-1;igenap
_ N
€i,1 =
n+3 .
Un+3 Vig11, —+1<i<n-1 o .
AL T 6n—3i, j=1,1<i<n-1
)= -3i—2,j=21<i<n-1
vess o 1<i< B T
PSS T T T 2 o .
6n-3i—1, j=3,1<i1<n-1
€i2=
. Dengan label tersebut diperoleh :
n+32Ui+12,£+1S 1I<n-1
2 2 3
F @)+ Ae) FA (s, ), 1STST
€3 =V;3Vi41,3 I<isn-1......... (4)
A(nss )+ A(en) + A (Vans), %3 +1<i<n-1
—_ . n+3 ,
Pelabelan TSAS untuk graf P, U k —< Avig) * Aleiz) ¥ A (Ve ) 1STS==3
ZSnzj' 112;3 dengan n > 5 ganjil disajikan A(rrs) + A (e) #4 (1), " b 1< i< 1
dalam teorema berikut. N A )+ A () *A (). j=31<i<n-1
n+3 15n+7

/31‘— 2 +6n-3i +3(T+1)’2=

Teorema 3.4.1. Graf P, U 2Sz+3 n=3 3(71%3)—2+6n—3i+3(i+1)—2:152—+7
2’ 2
adalah TSAS dengan k = k=< 3i-1+60-3i-2+3("241)-1= 22
15n+7 ..
. > n
7 untuk n =5 ganjil. 3(122) ~ 1+6n-3i-2+3(+1)-1= —

Bukti:

3i—1 . i 15n+7
\lT+2+6n_3|_1+3n+3(;+1)+1+1: 1;

Pandang notasi titik dan sisi pada

graf P, U 2Sn+3 »-3 dalam persamaan (4).
27 2

Pelabelan Total Sisi Ajaib Super (TSAS) Pada Gabungan Graf Bintang Ganda dan Lintasan
(Sudarsana et al.)
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Dengan  demikian, graf P, U

2Sn+3 -3 adalah TSAS dengan k = 15’;”,
2’ 2

untuk n > 5 ganjil.

Menggunakan Teorema 1 dan 2,
diperoleh akibat berikut :
Akibat 3.4.1. Graf P, U 2S»+3 -3 adalah

2 2

TSA dengan k' = 21712—_19 untuk n > 5

ganjil.
Akibat 3.4.2. Graf P, U 2Sx+3 n-3 adalah
2

2’

TSAS dengan k'= 22=7

,untuk n = 5

ganjil.
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